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Àííîòàöèÿ
Â ñòàòüå èçëàãàåòñÿ êîìáèíàòîðíàÿ ëåììà äëÿ ðàçáèåíèÿ êóáà 3-ìåðíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà 3-ìåðíûìè çàìêíóòûìè ïðÿìîóãîëüíèêàìè, ïðè êîòîðîì íè îäíà òî÷êà êóáà íå
ïðèíàäëåæèò áîëåå ÷åì 3 + 1 ïðÿìîóãîëüíèêó (ðàçáèåíèå Ëåáåãà  Áðàóýðà). Êàê ñëåä-
ñòâèå ìîæíî ïîëó÷èòü íåêîòîðûé âàðèàíò òåîðåìû Áðàóýðà î íåïîäâèæíîé òî÷êå, ïðè-
áëèæåííûé ìåòîä íàõîæäåíèÿ ýòîé òî÷êè, èëè îáîáùåíèå èãðû ¾ãåêñ¿ íà n èãðîêîâ.
Ëèòåðàòóðîé, ïîñâÿùåííîé ýòîé èãðå, è ïîäñêàçàíà ýòà ëåììà. Âûÿâëÿþòñÿ îñíîâíûå
èäåè, íåîáõîäèìûå äëÿ îáîáùåíèÿ ëåììû è ïðîâåäåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ äîêàçàòåëüñòâ
íà n-ìåðíûé ñëó÷àé.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: êîìáèíàòîðíàÿ ëåììà, íåïîäâèæíàÿ òî÷êà.
Èçëîæåíèå ïðîâåäåì äëÿ òðåõìåðíîãî êóáà ABCDA1B1C1D1 ñ ðåáðîì åäèíè÷-
íîé äëèíû. Ïóñòü ðåáðî AB íàïðàâëåíî ïî îñè x1 , AD  ïî îñè x2 , AA1  ïî
îñè x3 . Ïåðâûé ñëîé ïðÿìîóãîëüíèêîâ ðàçáèåíèÿ ïîêðûâàåò îñíîâàíèå ABCD êàê
íà ðèñ. 1. ×àñòü ïðîåêöèè âòîðîãî ñëîÿ íà ABCD ïîêàçàíà ïóíêòèðíîé ëèíèåé,
ïðîåêöèÿ òðåòüåãî ñëîÿ ñîâïàäàåò ñ ïðîåêöèåé ïåðâîãî è ò. ä.
Ïóñòü äâå ïðîòèâîïîëîæíûå ãðàíè êóáà, ïåðïåíäèêóëÿðíûå îñè x1, ïîìå÷å-
íû ÷èñëîì 1; äâå äðóãèå ïåðïåíäèêóëÿðíûå ê îñè x2  ÷èñëîì 2; îñòàëüíûå 
÷èñëîì 3. Ïóñòü ìíîæåñòâî ïðÿìîóãîëüíèêîâ, ïîêðûâàþùèõ êóá, ðàçáèòî íà òðè
íåïåðåñåêàþùèõñÿ êëàññà, ïîìå÷åííûõ ÷èñëàìè 1, 2, 3.
Ëåììà 1. Ïðè ëþáîì ðàçáèåíèè ñóùåñòâóåò ëåíòà, ñîñòîÿùàÿ òîëüêî èç
ïðÿìîóãîëüíèêîâ îäíîãî êëàññà è ñîåäèíÿþùàÿ ãðàíè êóáà, ïîìå÷åííûå òåì æå
÷èñëîì, ÷òî è êëàññ.
Ïîä ëåíòîé ïîíèìàåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðÿìîóãîëüíèêîâ èç ðàçáèåíèÿ êóáà:
Π1, Π2, . . . ,Πk , ãäå ñîñåäíèå ïðÿìîóãîëüíèêè Πi, Πi+1 ïåðåñåêàþòñÿ ïî íåâûðîæ-
äåííîìó ïðÿìîóãîëüíèêó ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè, ïðèíàäëåæàùåìó èõ ãðàíÿì.
Äîêàçàòåëüñòâî. àññìîòðèì ãðà G , ê âåðøèíàì êîòîðîãî îòíåñåì òî÷-
êè ïåðåñå÷åíèÿ ðåáåð ïðÿìîóãîëüíèêîâ, à ê ðåáðàì  âîçíèêàþùèå íà ñòîðîíàõ
ïðÿìîóãîëüíèêîâ îòðåçêè, ñîåäèíÿþùèå âåðøèíû.
Íà÷íåì äâèæåíèå ïî ðåáðàì ýòîãî ãðàà, íà÷èíàÿ îò òî÷êè A è ñîáëþäàÿ
ñëåäóþùåå óñëîâèå. Ìû äâèæåìñÿ ïî ðåáðó PE îò P ê E (ðèñ. 2), åñëè îáõîä
âîêðóã PE , ñîâåðøàåìûé ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè (åñëè ñìîòðåòü ñ êîíöà âåêòîðà
äâèæåíèÿ ïî ðåáðó), â ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé PE , âáëèçè PE äàåò ñëåäó-
þùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íîìåðîâ ïðèìûêàþùèõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ: 1, 2, 3 èëè èõ
÷åòíóþ ïåðåñòàíîâêó. Åñëè äâèæåíèå ïðîèñõîäèò ïî ãðàíè, ïîìå÷åííîé i , ïîëàãà-
åì, ÷òî ñ âíåøíåé ñòîðîíû êóáà ïðèìûêàåò îáëàñòü, ïîìå÷åííàÿ òîæå ÷èñëîì i .
Àíàëîãè÷íîå ñîãëàøåíèå îðìóëèðóåì äëÿ ðåáåð êóáà.
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Ïåðâîå íàáëþäåíèå. Äâèæåíèå íå ìîæåò îñòàíîâèòüñÿ íà âíóòðåííåé âåðøèíå.
Èáî, åñëè ìû ïîïàëè â òî÷êó E , òî êàê ëåãêî óñìàòðèâàåòñÿ èç ðèñ. 2 ïóòåì ïå-
ðåáîðà íîìåðîâ ¾êèðïè÷à¿, ïîêðûâàþùåãî E , äâèæåíèå ìîæåò áûòü îäíîçíà÷íî
ïðîäîëæåíî ñ ñîáëþäåíèåì íàøåãî óñëîâèÿ. Âîîáùå ïðè ïðîèçâîëüíîì ïîäõîäå ê
òî÷êå E âîçìîæíû äâå êîíèãóðàöèè èñõîäÿùèõ èç E ðåáåð. Áóäåì ðåáðà ïðåä-
ñòàâëÿòü âåêòîðàìè ñ íà÷àëîì â òî÷êå E è âûðàæàþùèìèñÿ ÷åðåç åäèíè÷íûå
âåêòîðà e1, e2, e3 êîîðäèíàòíûõ îñåé (ðèñ. 2).
àññìîòðèì ïåðâóþ êîíèãóðàöèþ {−e1, e1, e2} èñõîäÿùèõ èç E âåêòîðîâ,
ïðåäñòàâëåííóþ íà ðèñ. 2. Ïóñòü ïðÿìîóãîëüíèê, íàêðûâàþùèé òî÷êó E , îòíî-
ñèòñÿ ê êëàññó x . Ïóñòü îáëàñòè âîêðóã ¾ïîäâîäÿùåãî¿ ðåáðà ïîìå÷åíû êàê íà
ðèñóíêå (ëþáîé öèêëè÷åñêèé ñäâèã íîìåðîâ íå ìåíÿåò ðàññóæäåíèÿ).
Åñëè âûõîäèì èç òî÷êè E â íàïðàâëåíèè e2 , òî ïîëó÷àåì îáõîä ïðèìûêàþ-
ùèõ îáëàñòåé â ïîðÿäêå (1, x, 3) . Åñëè âûõîäèì â íàïðàâëåíèè −e1 , òî ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü íîìåðîâ êëàññîâ îáëàñòåé, îáõîäèìûõ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè âîêðóã
ñîîòâåòñòâóþùåãî ðåáðà, åñòü (1, 2, x) . Íàêîíåö, íàïðàâëåíèå e1 äàåò ñîîòâåòñòâó-
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þùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (x, 2, 3) . Êîíêðåòíîìó çíà÷åíèþ x , òàêèì îáðàçîì, ñî-
îòâåòñòâóåò îäíî è òîëüêî îäíî íàïðàâëåíèå âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ. Ñëó÷àé, êîãäà
âìåñòî òðîéêè {−e1, e1, e2} ñòîèò òðîéêà {−e1, e1,−e2} , ðàçáèðàåòñÿ àíàëîãè÷íî.
àññìîòðèì âòîðóþ âîçìîæíóþ êîíèãóðàöèþ. Îíà âîçíèêàåò, íàïðèìåð, êî-
ãäà ïðèõîäèì â òî÷êó E , äâèãàÿñü â íàïðàâëåíèè e1 . Èñõîäÿùèå èç E âåêòîðà,
îïðåäåëÿþùèå íàïðàâëåíèÿ âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ, åñòü {e1, e2,−e3} . Ïðè ïîäõî-
äå ê E îáëàñòè ïðèìûêàþò äðóã ê äðóãó ïðè îáõîäå ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè â
ïîðÿäêå: 1 (êàê íà ðèñ. 2), 2, 3 (âìåñòî 2 íà ðèñ. 2). Âîçìîæíûì íàïðàâëåíèÿì
âûõîäà èç E ñîîòâåòñòâóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íîìåðîâ îáëàñòåé: e1 → (x, 2, 3);
e2 → (1, 2, x); −e3 → (1, x, 3). Ñíîâà çàêëþ÷àåì, ÷òî äâèæåíèå îäíîçíà÷íî ïðî-
äîëæèìî.
Â âåðøèíàõ äðóãîãî òèïà, ÷åì E , ïðèìûêàþùèå ðåáðà ëåæàò â îäíîé ïëîñ-
êîñòè. àññìîòðåíèå ýòîé ñèòóàöèè àíàëîãè÷íî âûøåèçëîæåííîìó. Îòìåòèì, ÷òî
â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî òàêæå âîñïîëüçîâàòüñÿ èíäóêöèîííûì ïðåäïîëîæåíèåì î
âåðíîñòè ëåììû â ïðîñòðàíñòâå ðàçìåðíîñòè 2. Íåîáõîäèìî òîëüêî âñå íîìåðà x â
îêðåñòíîñòè ðàññìàòðèâàåìîé âåðøèíû, ñîâïàäàþùèå ñ íîìåðîì ¾íàêðûâàþùåãî¿
óïîìÿíóòûå ðåáðà ïðÿìîóãîëüíèêà, çàìåíèòü íà ïðåäøåñòâóþùèé íîìåð â öèêëå:
1, 2, 3.
Âòîðîå íàáëþäåíèå. Òîò æå ïåðåáîð âîçìîæíîñòåé äàåò, ÷òî òðàåêòîðèÿ äâèæå-
íèÿ íå ìîæåò çàìêíóòüñÿ íà âíóòðåííåé òî÷êå E èëè âûéòè íà ãðàíè÷íóþ òî÷êó,
âíóòðåííþþ äëÿ ãðàíè êóáà.
Ïîñêîëüêó ðåáåð êîíå÷íîå ÷èñëî, íàø ïóòü îáÿçàòåëüíî çàêîí÷èòñÿ, ïðè ýòîì
â òî÷êå D , B èëè A1 . Åñëè îí çàêàí÷èâàåòñÿ â òî÷êå D , òî ïðÿìîóãîëüíèêè
êëàññà 2 ñîåäèíÿò ãðàíè 2. Åñëè îí çàêàí÷èâàåòñÿ â òî÷êå B , òî ïðÿìîóãîëüíèêè
êëàññà 1 ñîåäèíÿþò ãðàíè 1, åñëè îí çàêàí÷èâàåòñÿ â A1 , ãðàíè 3 ñîåäèíÿåò ëåíòà
èç ïðÿìîóãîëüíèêîâ êëàññà 3. Ëåììà äîêàçàíà.
Çíà÷åíèå ëåììû ïðîèëëþñòðèðóåì âûâîäîì èç íåå âàðèàöèè íà òåìó òåîðå-
ìû Áðàóýðà î ñóùåñòâîâàíèè íåïîäâèæíîé òî÷êè ó íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ.
Ïóñòü äàíî íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå ϕ (x) òî÷åê x êóáà â åâêëèäîâî ïðîñòðàí-
ñòâî, â êîòîðîì êóá íàõîäèòñÿ. Ïðè ýòîì ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
ïåðåìåùåíèÿ ϕ (x)−x òî÷åê x ïîâåðõíîñòè êóáà íà ñîîòâåòñòâóþùóþ âíóòðåííþþ
íîðìàëü ê ïîâåðõíîñòè ïîëîæèòåëüíî.
Ïðîèçâåäåì ïîêðûòèå òèïà, ðàññìîòðåííîãî â ëåììå, êóáà ïðÿìîóãîëüíèêà-
ìè, äèàìåòð êîòîðûõ ìåíüøå çàäàííîãî ÷èñëà δn , n ∈ {1, 2, . . .} . Ïîëàãàåì, ÷òî
lim δn = 0 ïðè n→∞ .
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âåêòîð ïåðåìåùåíèÿ ϕ (p)−p íå ïàðàëëåëåí îñÿì êîîðäèíàò
x1, x2, x3 â óçëàõ ðàçáèåíèÿ, èçìåíÿÿ, åñëè íåîáõîäèìî, ϕ (p) ïðîèçâîëüíî ìàëî
íà ýòîì äèñêðåòíîì ìíîæåñòâå óçëîâ. Òî÷êå p ïðèïèøåì óïîðÿäî÷åííóþ òðîéêó
çíàêîâ +,− ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó. Åñëè [ϕ (p)−p]1 > 0, [ϕ (p)−p]2 > 0 è [ϕ (p)−
− p]3 > 0 , òî ïðèïèñûâàåì òðîéêó (+,+,+). Â ýòîì ñëó÷àå êîîðäèíàòû x1, x2 è
x3 òî÷êè p óâåëè÷èâàþòñÿ ïðè îòîáðàæåíèè ϕ .
Èç àíàëîãè÷íûõ ñîîáðàæåíèé ïðèïèñûâàþòñÿ îñòàëüíûå òðîéêè çíàêîâ:
(−,−,−), (+,+,−) è ò. ä. Íà ðèñ. 3 ïîêàçàíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çíàêîâ ó âåðøèí
êóáà.
Â äàëüíåéøåì, çíàê ? îçíà÷àåò, ÷òî íà ìåñòå ýòîãî çíàêà ìîæåò áûòü êàê +,
òàê è .
Ïðîèçâåäåì ðàçáèåíèå ïðÿìîóãîëüíèêîâ íà òðè êëàññà. Ïðÿìîóãîëüíèê âêëþ-
÷àåì â ïåðâûé êëàññ, åñëè ïåðâûå çíàêè âåðøèí ãðàà G íà ýòîì ïðÿìîóãîëüíèêå
ïðåäñòàâëåíû ëèáî òîëüêî çíàêîì +, ëèáî òîëüêî çíàêîì  . Êî âòîðîìó êëàññó
îòíåñåì ïðÿìîóãîëüíèêè, ñðåäè ïåðâûõ çíàêîâ âåðøèí êîòîðûõ âñòðå÷àþòñÿ êàê
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+, òàê è , íî âòîðûå çíàêè ïðåäñòàâëåíû òîëüêî + èëè òîëüêî . Îñòàâ-
øèåñÿ ïðÿìîóãîëüíèêè îáðàçóþò òðåòèé êëàññ. ðàíè êóáà êëàññèèöèðóåì êàê â
ëåììå.
Ñîãëàñíî ëåììå ñóùåñòâóåò ëåíòà èç ïðÿìîóãîëüíèêîâ îäíîãî êëàññà, ñîåäè-
íÿþùàÿ ¾ñâîè¿ ãðàíè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî åñòü òàêàÿ ëåíòà äëÿ ïåðâîãî êëàññà
ïðÿìîóãîëüíèêîâ. Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî âñå âåðøèíû ëåíòû èìåþò òðîéêè çíàêîâ
òîëüêî âèäà (+, ?, ?) èëè òîëüêî âèäà (−, ?, ?) . Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü äâà ñîñåä-
íèõ ïðÿìîóãîëüíèêà ëåíòû. Íî ýòî âåäåò ê ïðîòèâîðå÷èþ, èáî âåðøèíû, ëåæàùèå
íà ãðàíÿõ ADA1D1 è CBC1B1 èìåþò ðàçíûå ïåðâûå çíàêè. Àíàëîãè÷íûå ðàññóæ-
äåíèÿ ïðîâîäèì äëÿ ëåíòû, ñîñòîÿùåé èç ïðÿìîóãîëüíèêîâ âòîðîãî êëàññà. Â èòîãå
ïðèõîäèì ê âûâîäó: ãðàíè DCD1C1 è ABA1B1 ñîåäèíÿåò ëåíòà èç ïðÿìîóãîëüíè-
êîâ òðåòüåãî êëàññà. Äëÿ êàæäîãî òàêîãî ïðÿìîóãîëüíèêà, åñëè âçÿòü ïåðâûå èëè
âòîðûå çíàêè èõ âåðøèí, ïîëó÷èì ïîëíûé íàáîð: {+,−} . Ïîñêîëüêó ó âåðøèí
¾íà ïóòè¿ îò ãðàíè ABA1B1 äî ãðàíè DCD1C1 îáÿçàòåëüíî ïðîèçîéäåò ïåðåìåíà
òðåòüåãî çíàêà, òî íàéäåòñÿ ïðÿìîóãîëüíèê, òðåòüè çíàêè âåðøèí êîòîðîãî äàþò
íàáîð {+,−} .
Èòàê, ìû äîêàçàëè, ÷òî íàéäóòñÿ øåñòü òî÷åê Ai
n
, i = 1, . . . , 6 (âîçìîæíî ñîâïà-
äàþùèå), ÷òî, âî-ïåðâûõ, ïîïàðíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè ìåíüøå δn . Âî-âòîðûõ,
(
ϕ
(
Ain
)
−Ain
)
i
≥ 0,
(
ϕ
(
Ai+3n
)
−Ai+3n
)
i
≤ 0, i = 1, 2, 3. (1)
Çíàê ðàâåíñòâà ïîÿâëÿåòñÿ, ïîñêîëüêó ìû âîçâðàùàåìñÿ ê èñõîäíîìó, ¾íåèñïðàâ-
ëåííîìó¿ îòîáðàæåíèþ ϕ .
Èñïîëüçóÿ óñëîâèå lim δn = 0 è ìåíÿÿ â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè íóìåðàöèþ,
ïîëó÷àåì, ÷òî
lim
n→∞
Ain = P, i = 1, . . . , 6.
Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â íåðàâåíñòâàõ (1), ïîëó÷àåì
ϕ (P ) = P.
Èòàê, èç íàøèõ ðàññóæäåíèé ñëåäóåò èçâåñòíàÿ òåîðåìà Áðàóýðà â ñëåäóþùåé
îðìå:
Òåîðåìà 1. Ïóñòü äàíî íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå ϕ(x) çàìêíóòîãî êóáà â
åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî E3 , ãäå êóá íàõîäèòñÿ. Ïóñòü âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ x
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ãðàíåé ïðîåêöèÿ âåêòîðà ïåðåìåùåíèÿ ϕ(x) − x íà íàïðàâëåíèå âíóòðåííåé íîð-
ìàëè ê ãðàíèöå êóáà â òî÷êå x íåîòðèöàòåëüíà. Òîãäà â êóáå ñóùåñòâóåò íåïî-
äâèæíàÿ òî÷êà îòîáðàæåíèÿ ϕ .
Â êíèãå [1℄ èçëàãàþòñÿ êëàññè÷åñêèå âàðèàíòû äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû
Áðàóýðà.
Çàêîí÷èì ñòàòüþ ñëåäóþùèìè êîðîòêèìè çàìå÷àíèÿìè.
1. Ïðîèíòåðïðåòèðóåì ïðîâåäåííûå â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû ðàññóæäåíèÿ, ÷òî-
áû âûÿâèòü ¾àëãåáðó¿, íåîáõîäèìóþ äëÿ ïåðåõîäà ê ïðîñòðàíñòâàì En, n > 3 .
Àíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òî èñïîëüçóåìîå ðàçáèåíèå Ëåáåãà Áðàóýðà îáëàäàåò äâóìÿ
çàìå÷àòåëüíûìè îñîáåííîñòÿìè.
àññìîòðèì êîíèãóðàöèþ ïðîåêöèé ïðÿìîóãîëüíèêîâ, ïîëó÷àåìóþ ïðè ñå÷å-
íèè ïåðïåíäèêóëÿðíîì ê PE â òî÷êå E1 áëèçêîì ê E (ðèñ. 2, 4, à).
Ïåðâàÿ îñîáåííîñòü: ñå÷åíèå âáëèçè E ïëîñêîñòüþ, ïåðïåíäèêóëÿðíîé ê ëþáî-
ìó äðóãîìó ðåáðó l , âûõîäÿùåìó èç E , â îêðåñòíîñòè l äàåò òó æå êîíèãóðàöèþ
ïðîåêöèé ïðÿìîóãîëüíèêîâ, ïðèìûêàþùèõ ê E . Â îáùåì ñëó÷àå n > 3 ýòî óòâåð-
æäåíèå ëåãêî äîêàçûâàåòñÿ èíäóêöèåé ïî n . Îáñóæäàåìàÿ êîíèãóðàöèÿ âîîáùå
íå çàâèñèò íè îò âûáîðà âåðøèíû, íè îò âûáîðà ðåáðà. Äëÿ n = 4 êîíèãóðàöèÿ
ñå÷åíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ðèñ. 2.
Âòîðàÿ îñîáåííîñòü: ïîñòðîèì ïðàâèëüíûé äâóìåðíûé ñèìïëåêñ Σ2 (òðåóãîëü-
íèê) ABC (ðèñ. 4, à). Ñèìïëåêñ îðèåíòèðîâàí âåêòîðîì e3 , è ïóñòü êëàññû ïðÿ-
ìîóãîëüíèêîâ ìàðêèðóþòñÿ âåðøèíàìè òðåóãîëüíèêà. Â îáùåì ñëó÷àå n > 3 ðàñ-
ñìàòðèâàåì ñîîòâåòñòâóþùèé (n − 1)-ìåðíûé ñèìïëåêñ Σn−1 . Ïóñòü îí îðèåíòè-
ðîâàí òàê, ÷òî èíäóöèðóåìûé ïîðÿäîê íà åäèíñòâåííóþ ãðàíü, ïåðïåíäèêóëÿðíóþ
ê îäíîìó èç áàçèñíûõ âåêòîðîâ e1, . . . , en , ñîâïàäàåò ñ óæå âûäåëåííûì, ñîãëàñ-
íî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ, ïîðÿäêîì â En−1 . Ïî îïðåäåëåíèþ ïîëîæèì,
÷òî òàê îïðåäåëåííàÿ îðèåíòàöèÿ è ñîîòâåòñòâóþùàÿ íóìåðàöèÿ îïðåäåëÿþò äâè-
æåíèå â íàïðàâëåíèè ek , ãäå ek îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè ê
îäíîé èç ãðàíåé ñèìïëåêñà Σn−1 . È òåïåðü ãëàâíîå: ãðóïïà âðàùåíèé ñèìïëåê-
ñà Σn−1 îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ìàðêèðîâêó âñåõ ñå÷åíèé äëÿ ðåáåð, âûõîäÿùèõ
èç ðàññìàòðèâàåìîé âåðøèíû E . Òàê, íàïðèìåð, ñå÷åíèå, ïåðïåíäèêóëÿðíîå ê e1
âáëèçè E (äëÿ n = 3) èìååò ìàðêèðîâêó, óêàçàííóþ íà ðèñ. 4, á, òî åñòü ïîëó÷àåòñÿ
âðàùåíèåì ñèìïëåêñà ABC íà 120◦ .
Ïîñëå óñòàíîâëåíèÿ ýòèõ äâóõ ñâîéñòâ ðàçáèåíèÿ Ëåáåãà Áðàóýðà äîêàçàòåëü-
ñòâî ëåììû íå ñîñòàâëÿåò òðóäà è â îáùåì ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâà ëþáîé ðàçìåðíî-
ñòè.
2. Ëåììà ìîæåò áûòü ïîëåçíîé íå òîëüêî â èññëåäîâàíèè íåïîäâèæíûõ òî÷åê
îòîáðàæåíèÿ. àññìîòðèì, íàïðèìåð, ¾ïëîñêèé¿ êâàäðàò (n = 2) . Ñëåäóÿ äîêàçà-
òåëüñòâó ëåììû, ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò: åñëè ïåðåìåùåíèå òî÷åê
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ãðàíèöû, âûçûâàåìîå îòîáðàæåíèåì ϕ , ìåíÿåò ÷åðåç øàã h ïî ãðàíèöå çíàê ïðî-
åêöèè íà íîðìàëü è ïðè ýòîì â âåðøèíàõ êâàäðàòà (äëÿ âñåõ ãðàíåé) çíàê íåïî-
ëîæèòåëåí, òî ñóùåñòâóåò ïðÿìîóãîëüíèê ðàçáèåíèÿ äèàìåòðà íå ïðåâîñõîäÿùåãî
4h , ïðè äâèæåíèè ïî ãðàíèöå êîòîðîãî âåêòîð ïåðåìåùåíèÿ ïðåäñòàâëåí íàïðàâëå-
íèÿìè èç ëþáîãî êâàäðàíòà èêñèðîâàííîé äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò. Ýòîò
ðåçóëüòàò ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí ïðè èññëåäîâàíèè ïåðèîäè÷åñêèõ ñòðóêòóð â
ìåõàíèêå ñïëîøíîé ñðåäû.
Summary
R.R. Shagidullin. Combinatorial Lemma for Lebesgue Brouwer Partition of Cube on
Eulidean Spae.
The purpose of this artile is to present a new ombinatorial lemma that an be used in xed
point theorem, for example, to prove Brouwer theorem. Partition of a three-dimensional ube
used by Lebesgue and Brouwer in dimension theory is taken into onsideration. Explanation
is given for generalization of the lemma on Eulidean n-spae, n > 3 .
Key words: ombinatorial lemma, xed point theorem.
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